Integrating Computational and Deduction Systems Using OpenMath  by Caprotti, O. & Cohen, A.M.
  
 			


  
 	

  

  
 	 
   

 	
  	 
  	 	
 	  

 !   "	

 	  
  	
 
	
 	 	
  
	 

	 

  	 	 	 
 	 	 

   	 		    
	 
  


	
 	  	    	  
	

 
   
	 
  	  	  
	  
   
	 
 
 ! "	
 	 
  	 	 #  $
 	

 	
 
	
 
	
 	 
 	  	
  
 
	 		 
 
	
 
 		 
 
 
 
 	 
 	 
 
   
   

 		 		
  
     
 
		
  
 		 
 !"   

	 
  		
  	  #	 $ 
%
 
 
 		 #
	 	 # &	

	
 
 
 	 	    	
 # 
# 
 
 	 
 ' 
 
 
    
	
 

		 	 
 (	 # 	
  
 
 

) 
	 
 
 		 
 *	
	
	 
 
 #

 	  
	   
 	 +
 ! # #	 #
  ,  	 #  	  
 	

 
 -
 # 
  
 	 # 
	
  	

	 ./ 	 
 
 
 
	
  
	   	 
 		

 
 
 #	 # 
  #  	 	   (0 	  
		 
 
 
 		 
 	 
 #  	 	

	


       Open access under CC BY-NC-ND license.
 	

	 	 
 
		 		  
   
 
   


  # 

  	 
	
 
 

 	 
 
	 	 	
	
 	 	 .0 
	
 
 ' 
 	 
 	 # .	
 # 

	  #  	    	  
  	
 
 
 	
 	 
 	 #
	

  	 		 #  	 	
	 
	 1  2	 
 	  	 	 		 # 	 
 		

 1  3  
 	

  
  4 # 
	
	
	 0 # 	 		 # 	
	
 # 
	 
5  	   
 0 #	 	
	
	 +
  
	

#	 
 	 # 
		 
 #  	  
	
 	  	 
 	 	
	
	 0 	  %,


,
	 
 
 		   	  	 	 # 	
	
 	      	 		  	
	

 	
 	
	
	 #
	 		 	 
 
 2  
  
  
 	 	   	  #
	
	
 0  *	 
	0 	  	 	 
	# 

	  +
  	 
   6 
 	 #
	 		

#	 
  # 
	   *	 # 
	
 	
%4  7 #  
  
   

0	 	 	 
 	 
	  
  

 
#	 	 

 8		 	
 
 
	 	 # 
  	
%4  7 
 	 
 
 

 	 
   9
  ' 9
 1 	 	
#  +
 	 	
   . #  	
# 	   .   # 	
  +

 
 #  7 	 	     9
 : ' 
 	


  	   	 
 #
 
 
 
 # 	 	
  
  
 
 	 

	

 #    
	
 # 
	
	 


  9
		 	 
  ;	 	 
 
 9
		   
 
 +
 
  	 

%

 <
	  	  # 
 
 	#
 # 
 

		 1 # 	
	  
	
  		
 	

 #   	  # 
 	 # 
	
 #
	 	
	
	 +
 
 	
 	 # 
 
	 
	
 

	
	
 	 # 
 
	
 	 	  +
 	 
 

 	

	
 	 # 
		
 
  +
 
 	 
	 # 
 ,
		
 
 	 		
 
 	
	
	 +
 

 
	 
	
 
 	 
 
 
  +
 	 
	
 
   
 
 
	 
	
 #  +

'
  
  
  #  
 .  	
 
	
	    	 4
  	 
	
 	
	
	 

 '
 	  	
 
  
	 # 
 
	
 
 
	
  
 +
 	
 	  
 
 # 
	
	
	 
 #    
 	 	

 
	
 	  # 	 
	
 # 
	
	 

 +
 	 
	
 # 	
	
	 

 
	
 	
 	
 	 	 #
	 		
  	 	# 	

	
   
 =	
>   	 +
 

  (	

  		
 
 
		 	
		 	  +
 		
   	 	



 %

 <
	 -%</ # 
 	 #  #	
 	
	 		 	 
	 
 
 #	 	 
 
#	
  
 	
 # 
  %< 	  	 	  


 
 	
	   	 	
 		

 , 
	 	 
 
    
	
 %< .0 
 =	
> # +
 
 # 
 		
 ' 
 	? 0	 

 %<  
 
 
 %	 # %

  
 

 8		 	
 @	 # 
 
 #	 	
 0  

%<  
 		 
 	 	 	 4 
 	
 
 9
 :  	 
 	  
 	
	 

 
 	 	 #
 +
 
	
 	 		

 
	
 #   	 		
  	  	 


 	 	 
#	 	 
	
 
 	  +
 
&#

 
	 
	
  
		
    
 %< 	 

. # 
 		
  0	   
 	 . 

 
		
  	  	 	 # 
 
 7  	
0	  	 	 	 # *	 
 	 
 
 # 	
	

	 0  *	 
	0 	 
 
 
 
  +

 +
 	 
 
		
 
 
  +
  7 
	0
 
 7 	
  	
A  #  
 	
	
 	  	
	
	 +
 	 

  	 
 	  +
   0
 #	 .
 # 	 	
	
  +
   
 	
  
	   	  


-/ 	  
	  
 !"#"  $%&  
'
 
  		  "   
1
 	


	
-/ ( 

     

   "    
	 

    

 
  

     

  
 
-

     

/ -	 
 $/
- 

     

 / -	  $/
- 



     



/ -	 
 $/
-

     

/ -	  $/
  
	
,  		  	  +
 	 .  	 $

%	
 	   9
 : ,	
    


  
 	 #
	 		
   
 +
 -
/  	 	 

   -  / @ +

 -	
  -  // 	  
 

 	

  # 
  
		 1  
 
  
	 		 #  ,


 	 	
 	 
 =	
	
>  
 
# 	
  	 =.> @ #	
 
 	


 +
 	

  	 	
	 4	
 
 
 
 +
 ' 	 	
	


 +
? 
	
 	  +


 3  
 +
 
	 		 	


  
 	 
 
	
 	  
	
 	



		 	  		 ,


    9
 1 
 0

 +
 
	
 	 
	
 +
  	 
   -  /
B   
 		
 # 	  +
 	 	 

# 	 

  	
  
	 	 B0	 #  	
- 
 / -	 /
)  *	
"
  	  +
 
 
 
	 
	
 	 
	 0	 
   
 	 
 # .
 	+  
 	   
  
		
	  	 	  .
    '92 ":"CD1 		
  
- 		
/ 	  = 	
> 
 
  
	 # 
 +
 	 	  
		
 
 	 #  #

  	 	
 #  
 ) 
	 
  # 
-	
  - // 
  ! 	 	
 "
#$# 	 % ""#$
$   	  "
# 	 % "

  	
	
 	  	 	  	 	
    
	 	 	   	
 
:
 	

"$
""
) 
  
 	  	 6 
	
 
  -
	  /
	
 	  	 . %< 	 ! 	  
 

 $  	 # 
# 
 		
  	
		
    	 	 	  	
 
   
	
  	 # 
	  
 	
  	 

 , 
	 
 # 
  	  	
	 
 <

 <.
 -<</ # 
   	   1 
+  $
 %	

, $
 %	
  
 	 # -	/ 	
	
	 =>
# 
 	 
 ' 
  	 # 
  
		 

	 	  E? %< 	  ' 
 
 	 	 
 # Æ	
%< 	  	 . 		 	   	  			 	
 	
 
 
 &'""((()))*"+"&""
 ,- &.  
	 
 	 		 # 	
	
 	 

%

 
 # 
 A A A *	
*7 	
 D  
 << # %<    
  9
		 1 
%<  
 
 # #	
 
	
   

 
 
  %<
-		  
 	 # 
 %</ 	 
	
   

 
 	 	
	
 .
 -		  	 %< <.
/ '#	
 

 
 

 %<  
 	 	 
 	 0 	
 
 
	
 # 

%< -Æ	 0
	 	
 
/ 	 
	 
 # %<  

  '#	
 

 
 	 	
	   	 	 	
	 
  	
	 		 2
	 #	
 0	 # 
  #

  	 
 	
.  
  
 #	 -  

# 	  +
/  
 - +
 	 / 9	
 #
 	 
  9	
 <
	 
 
 
 # 	
 +
 
 
 
 # 	 .    	

	 
 
  
 # 	
 <
	 	 
 

  	  
 %	 # %

 	 
 0

	 
 
 	  	 =#	> . 
 
 	
99 # , - ,
.  


 	 
	
 	
 	 
#	 
 	 #
	 		
 	 
 	 	 ;	  
	  
 
		
 
  +

	 
  
 %

 <
	 
 
  
	

	
   
 . #
	 		

9	 	 	  
 	 	
 # 
  B

 	


 %
 +
 *
 
	 

  # 	
# 
 
 		 
 ,F'2* 	  	 		 			
;	 # *	

	  	    
 
	 
	
#  ) 
	 
 *	 	 
 *	 
	


 
   	
	
 +
  
 G  
 0
  G   

 	 	 		
 	 
	
   ,	
9H  
 .
  
 %< &/
 	
 # 
 	 	 
  	 # 

#  7 	 %4 	    
	  9
 :
5
 
	
 
  	 	   	 # 
		


  	 
	 		
. 
	
 %

# 
 
	
 	 	 		
  #
 
 
 
 # 


	
 
 ) 
 
	  	 # # 

 	 		 C$ 
  
,
   
 # #	 . 	
 # 

 I 
 		
	 ' 	
	 #	 	
  	 .

 
 	   
 	 	
	
	 	 
 
 +
  
	 	 
	
 		
 #  +
  0  
 
0


  
 %< 	   
 #	
 	  
 +


  
 # 
 	  
	 #  
  	 

 %	 # %

 -%%/ 	 
 0
 	  
	 
	
 
 # 	 	
 
   	 

	 0  
 
  		 :"  	 	 	

 # J	 0
 # 
 %	 # %

 	 

  
  7  %4 : 
	
 	 # 			
 
 	  
 #
	
 # # 
  
 +
 9 
 	
 	 .  		
 <
	
 	  
 	 	 
  
 
 # 
 	  	
6
 
 
 	   
 
 			 	
 


  
 

 		 
   
 . 	  	 %< 	  #

 
  	 	  # B%% 1  B%% '
 
  	 
 	  B%% 
 
 	  +
 
.	
 
 B%% 	   
 

 # 	 
	

	 
 .
 # 
 
 	
   - 
 *$$ 
"#" "	  



 
   	 
	     	  

 
 

  
 	    


"
 	

-/ - 	
 
   	
 " 	
 "  	


 
 
 
 
   
 	  
	 

-/ ( '

   "    !	

&
-/ / -    /  
-/ (  "     
 
    K   L   



-/ 

-/
' 
 .
 	    B%% 
 	 

  	 


 
	 
 
 # 
 	  	 
 	
   
 	 

	

 %< .
 # 	   	 
	 	 	
 
 
 	 
  B%%  	
 	 
+
 
  
  %< * 	 
 # 	 
 	 	  #	 . 	  +
 	 	  
	   
 ? .
  +
 
	
 	  	 

	 
  B%% 	 	 	
  +
  	
 .  	 	
	 	
-/   	 	 	   
 %<  

 
 ! 
 
  # 
 
 # 
 
#  	 # 	
 	 # 	

  .  %< -%< 
	
   
 	
	
 
 
 / 	 	
  	  
 

	
 # 		
 
 -	 .  
 	
/ ) 
	

 	
 # 
  0 # 
 
 # 
 
 	
 .  	 %< 	
 	 0 
   	 	 ""
"
	  
 	  
	
 
 # 
 	

-/ @	 +
 
	
 	 
 (	

  
		 	
		
 
 	 	
  	  
 
	
 -

/ # 
 
 
 
 	 
 

-/  		 	 	
  	  
 		

  		 
 	   
 
 B%%
		 
-/  	  +
 	 	I  )  
M

 
   
 
 B%% 
 

 
 	
  +
   
   
 7
	 
		
   9
 :
5
 
	
  		
  
 	
	
 	 #
 	
!
 	

- /
M
 
M

N
 
N

-- / / -
M

M
 -M 
M

M
// -
N

N
 N 
N
 
N
/
-  /
M

M
 -
N

N
/
-	
- / / M 
M

M
 N 
N
 
N

-10- // KM 
M
M N 
N
N
-	0- / / LM 
M
M  N 
N
 
 N
-1 

 

 / 
M



M





-
N



N



N
/
-11+/ / 

-
M
/
N

-11+2 / 

-
M
/
N

%
 & '	 

 	 
    		
   -	

10/ .  	  %< 	  ' 	
 
 %<  
 
 # 
 	 # 
 
 # 
 	  +
  %< H
 0
 
 %<   . 
  1 # 	 11+/
	 11+2 # +
 	 	0 # 
 
  

5
  
   # 
 	 
	 -    
 .	
 
10  	0/     	  
  %<

    	 	
 	 
 
  #

,  +
  
 .
   	
  # 	 
 
+
 
 
	 	 	
  '
 	
  
 
B%% 
  
  
 	
 9 
	
 
  
 
 # 
 
 # 	

	  
   %< 	  
 
 9	 

-	0
-	 
/
-	 
/
-
 
 	 $//
 
 	
 # 

   .  
 	

 +

-10
-	 
/
-	 
/
- 	 -
 
 	 $//

/
 	
 
 
 

K	  
K	  
K 	  -
 
 	 $/

D
 	

       
'
	  	    
 	
 
 
#	 7 	 %4 
 	

 
 	 8		 
 	
  
 	 	
& 8		 	  
 
  8		 	 
 
 ;*	
 <
 H ! 
 7 	 
	# 	 	
  +
 
 

 
  
 		   7 @	 +
 	 
		


  
	
 # 
 		
 
 % 1  )  

 
		
 #  
  7 	 # 
	
  +
 	
N
 
 
 7 
  
 

	
  +
  )   	 
 # 
 	
 
	
 

 
 # 
 
 0 - / G

G -/

 	 .
7 
0

,  	  # 
 . 
 
  # 
 7 	
 
	
	 
 	 	
	
	 0  *	 
	0  *	 	
  
  8		 	 
 
 0 
 	 
 +
  8		 	
 
 # 
 +
 
 
 7 	
# 
	 
  7 
  7 
  
 

 7 
 	 
0
 	 	 	 
  #  
 
 7
  	  	 	 	
 
 
 	
 
 
 # 

4 
 	  	 
 

  
 		  
#	 


 .  	  
 	   0
  
  	
	
  
 0  	 
 ' 	
	 
 4 
 7 	
 
 '# 
  # 
 
 	
 
+
  
 
 
 0  	 	# 	
	
	
0 
	
 	   #
 ' 
 
  # 
 	

	 

  	 . 7 	 A 	 
 
	
 !D 	

 	   # 	  
		I 4 		
 8		 	 
 
  	 # 7 	 #
   # 
 7 
 	 
 8		 		
 	
 
 	  	 ' #	
  	  	 
  
 8		
	 # 
 
 		 		 *	 # 	 
 

0 	 	
 	  +
 ,  	 #
#
	 		  			 
  	 
 	 	 	 

	
 	
 
	
  	 
 
	 
 	 

' 
 #
  
 
  
 	
? #
	
 
 
 '<,
+
  
 #
 
 		
  >,	 '
	
>
   	
	
 	 
  

 '  	 +


  	 		 4
 
  	
 
 
  
 
 

 
 	 	
	 
 # 	
	
	 +
 
	
  0
 #

 
	
   
 	
	
	  - 	 
 	 
	  	 .  	 
 . 
	
  	 
	

/     # #  
 
 
 
 	

C
 	

%
 ( '	   # )
	
	    
 	 	 
 	 
 #
 
 	 ,
 
  
 
 
	
  
 


 # # 
	
 
 
	
 
  
	
 	 
 
	

# 
 	
 	
	
	 #
	 ":C  
	
  	  
	 
  # 		 
 #	 	
	
 ,

    
   
 	 4 		 
	
 
	
	 # 
 
    	
 	  


  
 
#	 # 
 8		 	
 	
  
  '
  	

	
 # 	 
	
 
	
 
 	  		 	 
	 	 
  
 	

A 	 
 
 	

  # 
  
		 A 	 	

	
  	 # 	 ;  9
  	 
	
	 		
-	 	
 / #  
	
   
	 # 
	
 	  	 # 	
	
 ' #	
  
 	 
	  # +
 # #	 #  	  	 	
	
	
0   
 		 
   	 	 	
	  	 
#	 
 
 
  # 	
	
	 


 	 	 
 
	 #
	
 # 	 #	
		 
  
 
	

	
*&+  # 	 $	 ' 	

*(+ , -
  		  	 
	
 
	 ,'. /0/1&234 &234
$
 	

*4+ 5 ) ) )	6  #  ) '	 1


 !
 ,	
  	
 ) 

 7 8	 %	   & &223 '
 ,1
9,	
  
  ,
 '1 .
 	  '
! 	 
	 '
9
*0+ ) :
   
'
( #	 )	  	 
 	  
 ;
	
  !	 5	 &< 5	 &<
&223
*<+  :	
 7    5  	  )	
1 )
,	  ,  ! , ) ! # 
	 *	
 
	 &  &
  	
  +&&,-.
 &<=>&<- )! 	 &22<
*/+ ? :	  #	 6	 ) @	
 )	  :

 ;	
,	 	 	 		 %	  &
  (<1&/&>&20
&223
*-+ : :		  5 % 7	
	 ! !	
 A    B	
) '	   	 	 , *	
  &&,-/ !
  


5 &22- )!
*3+ ' : ' 
 ) 
C 8
 
	 :	 '
 8

'
	 D	 '	  ' E !
 !	 #
F!!#G &= '
H
 E4 D
 &223=0=- )	
 &223
)
  
*2+ 
	
	
 :	
 5$  % @


  7	
  '
H
  ,	
  	 		  	
)	 ' , 5   5 C 
	 	0
 

 &
 1 	 	
 &,-2  &0-/
 #
	 "  	0
 
 	 8 ?	 ;')
'	 &223
*&=+   D #  7 

 ' B
  D I
 	


 
	 	 '	
*&&+ A 	  J I )
   	 		 
 !
 ,
 7	 
	 33 	
   4
  /=- 
#
	 "  	 &

  -/&>-/< '	
	 B	 &22(
*&(+ ) !    	    '	 	 	
 	
 
	
	 8	 ,':8 4<0=/<4/3/ '	
	 B	 &222
*&4+ .! 	
  .! '	 .! 
	
&4( %		 &222 )
  	

 
*&0+ 	 $  5 *	 1  	 		 	
 /& 


)
  	 !"#$	%

 	

*&<+ '  ! @K  ' E ) .! &= ,
 
(0&>(03 )! 	 &22-
*&/+ !	
   7 ' #
  ;	 !	
 #


%	 ! 	 	 )	 ' , . @	 
	 &&,-21
	 &  &
  	
  D
@	 ) &223 )! 	
*&-+ 
 %

 ?
 #	  5 !H 7$   


  , 5 :	 
	 &6	  !, 	
	
 &22-
*&3+ %
 	 ,
 
 )  H L22 
 )
 
"&	"&''
 
*&2+ ) %	 '    5 ! 7  B '	 ) 


 
	
 
 	
 , 
   -2 A

5 &223
*(=+ ) %	 '    5 ! 7  B '	 ).	

,	
  
	
 !
 '	
 %	  	
	 &

 <F4G1&</>&3- !	 &222 '
 
  ,	
 

 '
*(&+ 5  		
  # 6	 D
 )  D1  		
 
 .#  ! , ) B	 
	 #
 *		  
1 7 	 		
  /23  #
	 " 
	0
 
  4<&>4<4 ' 		 &224 '	
	B	
*((+  5 
  "	 *	 4 &  
   	
 	 	2<&<=2 	 ;
	
 &22<
*(4+ I #  8 
  	
  
 A
	
;
	
 &22=
*(0+ I #    !
 B		   E
	 
 !
 #  , *	
   9 	
	
  #
 
   #
 -/  &<3( 
#
	 "  	 &

 8 &22-
*(<+ I #  D  #$: *	 4 &1 	,  
	  	 '
 ;
	
  A
	 &22(
*(/+ # 
	  # 6	 	
H	 	 )	 , 
  
,-2 A
 5 &223 	&&"(
*(-+ ! .!   5  
		 	
 =<
)
  )
	"
 &* 5 &223

